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Exercice 6 :(Résonnement déductif ; direct) || Exercice 9 :(Raisonnement par contra-posée)

Montrer que les propositions suivantes sont | 1) Soient x € R et y € R ; Montrer que : 1) Soienty € R et x € R* ; montrer que::

vraies puis déterminer leurs négations : xZ+y2=2xy)=>(x=1y) a) (y#2ety+—2)= (2y2—8#0)
r(3x€eR): 3x+6=0; 2) Soient x € Ret y € R ; Montrer que:: b) (x%20)> (Vx+1=1+2
1(E|XE]R):XZ—3X+Z=0; A+xy—x—y=0=Qy=1oux=1) 2
:(VXE[L;6]): x> —7x+6<0 3) Montrer que : Si m et n sont deux entiers
:(VXER): x2 —2x+3 > 0; naturels impairs alors m + n est pair

. , . 3) Soient x; y € |2; +[, montrer que
Exercice 2 : (Contre-exemple) Exercice 7 : (Equivalence ) (x #y) = (22 — 4x £ y® — 4y
Exercice 10 : (Raisonnement par I’absurde)

2) Soitn € N ; Montrer que
si (n? est pair ) alors (n est pair)

1)Montrer que les propositions sont fausses x2+x+1
1) Soit x € R; Montrer que
Pi:«(Vx€ER): VxZ =x» ) 1 x2+1

21\ 4x+1 4
P,:i« (VX ER): % > x» 2) Soient x et y deux réels positifs . Montrer || 1) Montrer que : (Vx ER - {g})i 2”3

3x-2
L - que: _6n+5
2)D 1 ation de la proposition (R). 2) Montrerque: (Vn € N); N
o e iy Lot b et | EFy=VE+yox=oouy—o |2 Menreraver (yn el
g ' . 3) Soient a et b deux réels positifs Montrer | 3) Montrer que: (Vx €R); x —Vx2+1<0
3)En déduire que la proposition R est fausse.

4n+2
xercice 3- (Contye. exemple) que : (a+b=0) e (a=0eth=0)

f une fct définit sur R par f(x) = x2 — 3x + 2 4) x et y deux réels positifs. Montrer que : I1’01::r :oult n E I\.I’;on ]taosse S, =1+2+--+n

1) Résoudre dans R I'équation f(x) = 0. (et y 1 — +6 )ox—dety=9) 2; Maoflltlrill" pil;‘ rzéc(:lrrgnce que;

2) Donner la négation de la proposition (P) VNEN)1+2+4(Mm—1)+n= n(n+1)
(P):(V(a,b) e R?):"f(a) = f(b) >a=b |1) Soitn € N; Montrer que pour toutn € N (vn 0 + (n—1) n 2

3) Déduire que (P) est fausse I'entier n? + n + 1 est impair 3) En déduire quen(n +1) est pair

4) Calculer f(1) et f(—1) puis en déduire que 4) Calculer S,

la fonction f ni paire ni impaire Utiliser les cas (n = 2k) et (n = 2k +1) Exercice 12 : Montrer par récurrence que ;

Exercice 4 2) Soitn € N; Montrer quen(n + 1)(n+2) | 1) (vn € N*) : « 7" — 2" est divisible par 5 »
Soitx € R ; considérons la proposition (P ) : est un multiple de 3 2) (YR EN):1+4+42 + _ 4"*31—1
(x*=4x)=> (x=0o0ux=4). Utiliserlescasn =3k;n=3k+1;,n=3k + 2 \ \ \ n(at 112
1) M’ontre_r qutla,_la pll‘_opo.smon (P) est’vr(aiue 3) Montrer que: (Vx € R); VA2 + 1 —x > 0 3) VneEN: 14+2°+3°+--4n°= [T]
2)Déterminer I'implication contraposée de P 4) (YneN): 2">n

Bxexiicels Utiliser les deux cas: (x < 0) et (% = 0)

Déterminer I'ensemble de définition des 4) Résoudre dans R les équations suivantes : 1) Développer le produit : (n + 2)(2n + 3)
fonctions suivantes: 1) f(x) = x* — 5x — 2 (E): x2—|x—1-1=0 ,
x+4 2) Montrer par récurrence que ;
2) f(x) = 5~ ;0 3)f(x)=v6—2x Utiliser les deux cas: (x < 1) et (x > 1) (VnEN) 12 +22 4t n? =
() =Vx2 -2x+2 ; = (E;): |x+1]|-3|x—-2|+1=0 '

n(n+1)(2n+1)
6
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Exercnce i |
Montrer que les propositions suivantes sont
vraies puis déterminer leurs négations :
:(3xeER): 3x+6=0;
:(AXER): x> —3x+2 = 0;
:(VXE[1;6]): x2—7x+6<0
:(VXER): x2—2x+3 > 0;
Rappel 1: Quantificateur:V; 3
» Le quantificateur pour tout ou quel que soit
estnoté par:V .
La proposition (vVx € E); p(x) est vraie lorsque,
pour toutx € E on a: p(x) est vraie
» Le quantificateur il existe au moins un est
noté par: 3
la proposition (3x € E); p(x) est vraie lorsqu’il
existe au moins un x € E tel que p(x) soit vraie
> Le quantificateur il existe un unique est
noté par: 3!
la proposition 3! x € E; p(x) est vraie
lorsqu’il existe un seul x € E tel que p(x)
soit vraie
e (VXEE);p(x)est: (Ax € E); p(x)
e (Ax€E);p(x)est:(Vx € E); p(x)

Rappel 2: Signede:ax? + bx +c
Onpose f(x) =ax’*+bx+c ;a+0
Onpose A=b%>—4xaxc
Si A> 0 alors f(x) admet deux racines dans R
—b+ VA —b—+/A

2a 2a
Tableau de Signe de f(x) = ax* + bx + ¢

Sont:x; = et x, =

f(x) signe de a ‘ signede — a b signe de a
Si A= 0 alors f(x) une racine dans R
. -b

est: xy = 2
Tableau de Signe de f(x) = ax* + bx + ¢

X —0Q0 X0 + oo
f(x) ’ signede a
Si A< 0 alors f(x) n"admet pas des racines
dans R

Tableau de Signe de f(x) = ax* + bx + ¢
+ oo

signede a

X —00

f(x) signe de a
o Soltion
Montrer que les propositions suivantes sont
vraies puis déterminer leurs négations :
P;:(3xeR): 3x+6=0;

Résoudrons I'équation 3x + 6 = 0

3x+6=0 donc 3x=-6

; donc x = -2

lx—6
RT3

Donc
D’ou P; estvraie

P;: (VXER): 3x+6 #0;
P,:(3x€ER): x?-3x+2=0;
Résoudrons I'équation: x> —3x+2 =0
Onpose: a=1;b=-3etc=2
A=(-3)2-4x1x2=9-8=1

Donc A> 0 d’ou l'équation admet deux
solutions dans R

Donc P, est vraie

P,:(VXER): x2—3x+2 #0;

: (VXE[1;6]):x2-7x+6<0
Resoudrons I'inéquation: x2 —7x+ 6 <0
Onpose: a=1;b=—-7etc=6
A= (-7)2-4x1x6=49 —24 =25
Donc A> 0 d’ou l'équation x?> — 7x+ 6 =
0 admet deux solutions dans R sont :

X1 =6 et x,=1
Tableau de Signe de x> — 7x + 6

X —00 1 6

$ +

x2—-7x+6 + ¢ -

Donc P; est vraie

P;:(AXER): x> —7x+ 6 > 0;

P,: (VXER): x> —2x+3 > 0;
Résoudrons l'inéquation: x> —2x+3 > 0
Onpose: a=1;b=—-2etc=3
A=(-2)2-4x1x3=4—-12=-8

Donc A< 0 d’ou l'équation x?> —2x+ 3 =
0 n'admet pas des solutions dans R

Donc le Signe de x* — 2x + 3 est le signe de
dea=1>0
Donc:(VxER):
Donc

Donc P, est vraie
La négation de P,
P,:(3Xx€ER): x2—3x+2<0;

x2-2x+3>0
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Exercice 2 : (Contre-exemple)

1) Montrer que les propositions sont fausses :

Pi:«(VXER): VxZ =x»

P,:«(Vx €ER): x%2 > x»

2) Donner la négation de la proposition (R).
(R): (Vx € R): [x? = 2x = x = 0]

3) En déduire que la proposition R est fausse.

Rappel 3 : Pour montrer que la proposition

(Vx € E); p(x) estfausse, il suffit de montrer
que sa négation (3x € E); p(x) est vraie

1) Montrer que les propositions sont fausses :
Pi:«(VxER): Va2 =x»

Montrons que P; : (3x € R): Va2 # x est vraie
Pourx=-1ona Va2 =,/(-1)2=V1=1
Donc 1 # -1

Donc P, est vraie d’ou est P, fausse
Remarque:ona: (Vx € R): Va2 = |x|
Py:«(Vx €R): x2 > x»

Montrons que P,: (3x € R) : x* < x est vraie

=1 12 _1 1y 1
Pourx—zona(z) —4d0nc(2) <3

Donc P, est vraie d’oul est P, fausse

Remarque : Pour trouver le contre-exemple on

peut résoudre I'inéquation x? < x

On trouve S = |0; 1]

2) Donner la négation de la proposition (R).
(R):(Vx € R): [x2=2x=>x=0]

Rappel :la négationde (P = Q) est: (PetQ)

(R):(@x € R): [x% = 2x etx = 0]

3)En déduire que la proposition R est fausse.
Pourx=2ona: x> =2x etx+ 0
Donc R est vraie d’ou est R fausse
Remarque : Pour trouver le contre-exemple on
peut résoudre I'inéquation x? = 2x
f fonction définit sur R par f(x) = x? —3x + 2
1) Résoudre dans R I’équation f(x) = 0.
2) Donner la négation de la proposition (P)
(P):(V(a,b) ER?):" f(a) = f(b)>a=bh.
3) Déduire que (P) est fausse
4) Calculer f(1) et f(—1) puis en déduire que
la fonction f ni paire ni impaire
. Solution |
f fonction définit parf(x) = x> —3x + 2
1) Résoudre dans R I’équation f(x) = 0
Résoudrons I'équation: x? —3x+2 =0
Onpose: a=1;b=-3etc=2
A=(-3)2-4x1x2=9-8=1
Donc A> 0 d’ou l'équationx® —3x+2=0
admet deux solutions dans R sont :
_—b++A —b— VA
=5 - -
_3+v1
M=% 2 x 1
x1=2 etx,=1
Donc: S ={1;2}
2) Donner la négation de la proposition (P)
(P):(V(a,b) eR?):"f(a) = f(b)=>a=Dh
(P):(3(a,b) ER?):" f(a) =f(b)et a+ b

X1 et Xy =

et Xy =

4)Déduire que (P) est fausse
On a d’apres la question 1) ;

f(1) = f(2) =0 car1et2sontdes
solution de I'équation f(x) = 0et1 + 2
Donc (P) est varie ; D’ou (P) est fausse
5)Calculer f(1) et f(—1) puis en déduire
que la fonction f ni paire ni impaire

Rappel 04 :
» Lafctf est paire si pour tout x € D¢
ona: —xeDf et f(—x)=f(x)
» La fct f estimpaire si pour tout x € D¢
ona: —xeD;f et f(—x) =-f(x)
Ona: f(1)=0etf(-1) =6
Donc f(—1) # f(1) d’ou f n’est pas paire
Etona: f(—1) # —f(1) donc la fonction f
n’est pas impaire
Exercice 4
Soit x € R ; considérons la proposition (P ) :
(x? =4x)=> (x =0o0ux=4).
1)Montrer que la proposition (P ) estvraie
2)Déterminer la contraposée de P
Rappel 05 : Pour montrer que la proposition

P = Q estvraie on suppose que P est vraie

et on montre que () est vraie

> La contraposéede P = Qest: Q=P
Solution

1)Montrer que la proposition (P ) est vraie
(x2=4x)> (x* —4x=0)
=>x(x—4)=0
>x=0o0ux—-4=0
> (x=0o0ux=4)
2)Déterminer la contraposée de P
(x#0 et x +4) > (x? + 4x)
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Exercice 5
Déterminer I'’ensemble de définition des
fonctions suivantes: 1) f(x) = x* — 5x — 2

2) f(x) = x+4 ;. 3)f(x) =6 —2x

4) f(x) = Vx? —2x+2 ;5) f(x) =Vx%2 — 5x
Rappel 06 :
L’ensemble de définition d’une fonction f
noté par D; est'’ensemble des nombres réels
xtelque f(x) ER
Soient P et Q deux polyndomes
Fonction f Domaine de définition
f(x) = P(x) D;=R
P(x) D; = {x € R/Q(x) + 0}

f(x)=m

f(x) = P(x)

D; ={x € R/P(x) = 0}
1) f(x) = x*—5x-2
La fonction f est un polynéme donc Dy = R

x+4

2) f(6) = S

X2 —4+#0
x2 £ 4
xqt\/z etxq&—\/z

X#+2etx+-2
: Dp=R—{-2;2}
= ]—00; —=2[ U ]-2;2[ U ]2; 4o

xeDf =

3)f(x)— V6 —2x
XEDf & 6—-2x=0
S —2x>2—6

Sx < —
2

S x<3
Donc Dy = |—oo; 3]
4) f(x) =Vx2 —2x+2
xeED; & x*-2x+220
& x2-2x+1+12=0
S @x-1%2+1=0
La proposition (x — 1)2 + 1 > 0 est vraie
pour tout x dans R
Donc Dy = R
2eme méthode : on peut calculer delta qui
est négative donc le signe de
x?2 —2x +2estlesignedea=1>0
Donc x* — 2x + 2 toujours positive pour
toutxdans R ; Donc Df=R
5) f(x) = Vx% — 5x
xeED; & x*-5x>0
Résoudrons I'inéquation: x> — 5x = 0
x> —-5x=0 2x(x—-5)=0
=>x=00ux—-5=0
= (x=00ux=5)
Tableau de Signe de : x> — 5x

X —oo0 0 + o

5
x% — 5x + ¢ - (

Donc: Dy = |—;0] U [5; +oo[

Exercice 6 (Résonnement déductif;

direct)

1) Soientx € Rety € R; Montrer que:

(*+y?=2xy)=> (x=y)

2) Soientx € Rety € R; Montrer que :

1+xy—x—-y=0=>(y=1oux=1)

3) Montrer que : Si m et n sont des entiers
naturels impairs alors m + n est pair

Rappel 07 :

» Pour montrer que la proposition P = Q
est vraie on suppose que P est et on
montre que Q est vraie

> Si: X2=0 alors X=0; XeR

1) Soientx € Ret y € R; Montrer que :
(P+y?=2xy)=(x=y)
Soientx € Rety e R;
(x2+y*=2xy)>x*+y>—2xy=0
=>(x-y)?=0
>x—-y=0
>x=Yy
2) Soientx € Rety € R; Montrer que:
1+x(y—-1)—-y=0=>(y=10oux=1)
Soientx € Rety e R
1+xy—x—-y=0=>1+x(y—1)—-y=0
>x(y-1)-y+1=0
=x(y-D-@-1=0
=@-DE-1)=0
>y—1=00ux—-1=0
=>(y=1ou x=1)
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—xz+2x—1<0
@—
202 +1) -

—(x2—2x+1)<

2(x2+1)

—(x — 1)?

@—

2(x2+1)

b x2+x+1<3

ME Tt T2

2é¢me méthode: Ona: x2+ 1> 0donc:

3) Montrer que : Si m et n sont des entiers
naturels impairs alors m + n est pair

On a: m et n des entiers impairs donc il existe

deux entiers naturels k et Kk’ tels que : m =

2k+1 etn=2k"+1

Donc: m+n=2k+1+2k'+1

Donc: m+n=2k+2k'+2

Donc: m+n=2k+k'+1)

Donc m + n est un entier pair

Exercice 7 : (Equivalence)

. Z4+x+1 3
. < —
1) Soit x € R; Montrer que 2 =5

2) Soient x et y deux réels positifs . Montrer
que: /x+y=Vx+ ,[yeox=00uy=0
3) Soient a et b deux réels positifs Montrer que :
(a+b=0)=((a=0eth=0)
4) a) x et y deux réels positifs. Montrer que :
(x+y+13=4Vx+6/y) © (x=4ety=09)

b) (x+++2=\/§+\/;)<:)(x=y=1)

. Zix+1 _ 3
1) Soit x € R ; Montrer que = :H <
x<+1 2

< 0 ; (qui estvrais)

x2+x+1 3 5 5
T <-o2(x*+x+1)<3(x*+1)

S2(x2+x+1)-3x2+1)<0

& 2x2+2x+2-3x2-3<0

& —x2+2x—1<0

& —(x—1)%? <0 ; (quiestvrais)

x> +x+1
x2+1

2)Soient x et y deux réels positifs .Montrer

que: /x+y=Vx+ [yex=00uy=0
Soient x et y deux réels positifs
2 2
, Jrty=vx+ Jye x+y =({x+.y)
x*+x+1 3 2 2
ﬁ—ESO <:>x+y=\/§ +2\/§\/;+\/;
202 +x+ 1) -3 41 _ Sx+y=x+2Vx/y+y
2(x2+1) = <=>0=2\/§\/;

247 +2x+2 32 -3 _ e Vxfy=0
2(x% + 1) =0 eVx=00u,y=0
©x=00uy=0

3
S_
2

Donc:

Soitx e R

xx>+x+1 3
—S_<:>
xZ2+1 2

3)Soient a et b deux réels

positifs ;Montrerque : (a+b=0) &
(a=0eth=0)
Sia=0etb=0alorsa+b=0
Montronsque:a+b=0=>a=0etbhb=0
Ona: a+b=0etb=>0

Donc: a=—-betb>0 donc —b<0
Donc: a<0 etona:a=>0
Donc0<a<0 donca=0
Onaa+b=0et a=0 donchb=0
Donc a=0etb=0

3) x et y deux réels positifs. Montrer que :
x+y+13=4/x+6Jyox=4ety=9

x+y+13=4/x+6y

ox—4/x+y-6Jy+13=0

oVE —2x2Vx+22+.[y —2x3/y+32=0

e Wx-22+(G/y-3)*=0

Ona: (Vx—2)2>0et ([y—-3)>=0

Donc d’apres le résultat précédente on

a:

Wx—2)2=0et (Jy—-3)2=0
Donc: Vx—2=0et,/ly—-3=0
Donc: Vx=2 et [y =3
Donc: x=4 ety =9
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Exercice 8: (Dls]onctlon des cas):
1) Soit n € N; Montrer que pour toutn € N
I'entier n? + n + 1 est impair

2) Soitn € N; Montrer que n(n + 1)(n + 2) est

un multiple de 3
Utiliserlescasn =3k;n=3k+1;n =3k + 2
3) Montrer que: (Vx€R); VA2 +1—x> 0
Utiliser les deux cas: (x < 0) et (x = 0)

4) Résoudre dans R les équations suivantes :

(Ey): x*—|x—-1|-1=0
Utiliser lesdeux cas: (x <1)et (x> 1)
(Ey): |x+1]-3[x—-2]+1=0

1) Soitn € N; Montrer que pour toutn € N
I'entier n? + n + 1 est impair
Cas 1 :nestpairdoncn =2k k e N
n®+n+1=_02kK%*+2k+1
=4k*>+2k+1
=2k*+k) +1

Donc I'entier n? + n + 1 est impair

Cas2 :nestpairdoncn=2k+1 : keN

n+n+1=Qk+1)2%+2k+1+1
=4k? +4k+1+2k+2
=4k>+6k+2+1
=22k*+3k+1)+1
Donc I'entier n? + n + 1 est impair
Conclusion : Pour tout n € N I'entier
n? + n + 1 estimpair

2)Soit n € N; Montrer que n(n + 1)(n + 2)
est un multiple de 3

Remarque: Soitn € N

Les restes de la division euclidienne de n par
3 sont 0 ou bien 1 ou bien 2 ; d’oui les cas :

n=3kou n=3k+1 ou n=3k+2
Cas1:n=3k keN
nn+1)(n+2)=3k(Bk+1)(3k+2)
Donc: n(n+ 1)(n + 2) est un multiple de 3
Cas2:n=3k+1 keN

A=nn+1)(n+2)
=Bk+1)Bk+1+1)Bk+1+2)
= Bk+1)3k+2)(3k+3)
=3Bk+1)(Bk+2)(k+1)
Donc: n(n+ 1)(n + 2) est un multiple de 3

Cas2:n=3k+2 keN

A=nn+1)(n+2)
=Bk+2)Bk+2+1)3k+2+2)
= Bk+2)3k+3)3k+4)
=3@Bk+2)(k+1)(3k+4)

Donc: n(n+ 1)(n + 2) est un multiple de 3

Conclusion ; I'entier n(n + 1)(n + 2) estun

multiple de 3

3)Montrer que: (Vx €R); Vx2+1—x>0
Cas1l : x€]-;0]; c—t—dire x<0

Ona x<0 donc —x=0
Etona:Vx2+1>0doncVaZ+1—-x>0
Cas2 : x€]0;+x[;: c—t—dire x>0
1ére méthode :

Ona:x2+1>x%2donc: Vx%2+1 > Vx2
Vaxz +1 > |x]|
Etona: x> 0donc x| =x

donc: \x2+1>x
Donc: Vx2+1—-—x>0

2¢me méthode :

,—x2+1_x=(m—x)(m+x)
VaZ+1+x

_\/xz+12—x2_xz+1—x2

Va2t 14+x V2t l+x
1

>0; carx>0

donc :

VRt 1l4x
Donc: Vx2+1—-x>0

4)Résoudre dans R les équations :
(Ey): x*—|x—-1|-1=0
Rappel :

Ix—1=x-1 si x=>1
lx—1]=—-(x—-1) si x<1
Cas1 : x€[1;4[; c—t—dire x>1

Donclx—1|=x—-1
X—|x—1-1=0=>x*-(x-1)—-1=0
=x2-x+1-1=0
=x’—x=0=x(x-1)=0
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:x—Oou(x 1)=0
=x=0 ou x =1
Or: 0¢[1;+[
Donc S; = {1}
Cas2 : x€|—o;1[; c—t—dire x<1
Donc|x—1|=-(x—-1)
X —|lx—1-1=0=x2+(x-1)-1=0
=x2+x-2=0
Onpose: a=1;b=1etc=-2
A= (1)?-4x1x(-2)=1+8=9
Donc A>0 dou l'équationx®+x—2=0
admet deux solutions dans R sont :
—b + VA —b— VA
2a 2a
-1-+9
2x1

X1 = et X2

_-1++9
- o2x1
x1=1 et x, =-2
Or: 1¢]—o0;1]
Donc S, = {—2}
Conclusion: S =S, U S, = {-2;1}
4) b)Résoudre dans R les équations :

et Xgo =

(E2) : |x+1]
Rappel:

x+ 11 =

-3lx—-2|+1=0

x+1 si x=>-1
—-(x+1) si x<1
x—2 st x=>2

|x—2|={_(x_2) si x<2

On trace le tableau des cas suivants :

X —00 -1 2 +

lx+1] [ -x—-1 $ x+1 x+1
x—2| | —x+2 l—x+2 x—2

Donc d’apres le tableau il y a trois cas :
Casl : x€[2;+x
[x+1|—-3|x—2|+1=0
>x+1-3(x—-2)+1=0
>x+1-3x+6+1=0
=>-2x+8=0

-8
S>x=—
2

> x=4€[2;+0]
Donc: S; = {4}
Cas2 : x€e|—1;2];
[x+1|—-3|x—2|+1=0
>x+1-3(—x+2)+1=0
>x+14+3x—-6+1=0
=>4x—-4=0

_4-
=>X—Z
>x=1€]-1;2]
Donc: S, = {1}
Cas3 : x€]—;—1];
[x+1|—-3|x—2|+1=0
>—-x—1-3(—-x+2)+1=0
>-x—14+3x—-6+1=0

6

=>2x—6=0=>x=§

S>x=2¢]|-0;—1]
Donc: S3=®
Conclusion: S =S,US, US; ={4;1}

xerc1ce 9
1) Soienty € R et x € R*; montrer que :
a) (y#2ety+-2)= (2y> -8+ 0)
b) (x#0)=> (Vx+1#1+7)
2) Soitn € N ; Montrer que
si (n? est pair ) alors (n est pair)
3) Soient x; y € |2; + [, montrer que
(x #y) = (x2 — 4x = y% — 4y)
Rappel 08 :
Résonnement par contraposition
Pour montrer que la proposition P = Q
est vraie on montre que la proposition
Q = P estvraie

Pratiquement :on suppose que Q est
vraie et on montre que P est vraie

1) Soienty € R et x € R* ; montrer que:
a) (y#2ety+-2)=2y?2—8=+0)

Soity € R :Par contraposée montrons
que
(2y*-8=0)>(y=20u y= -2)
(2y2-8=0)>2y>=8
8
2 _°2
>y 2

= vy% =4

>(y=20uy= -2)
c(y#2ety+—-2)=> (2y* -8+ 0)
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b) Montrons: (x #0) = (Wx+1# 1+ g) 3)Soient x; y € ]2; +oo[, montrer que Solution

(x #y) > (22 — 4x = y% — 4y) 1) Montrerque:(VxE]R—{;}): dxil

. , 3x-2

Soient x;y €]2;+c[; par contraposée N aert

(\/x +1=1+ ;) = (x=0) montrons: (x2 —4x =y —4y)=>x=y On suppose que: (Elx €R- {5}): 3x-2
4x+1

2 4 x X’ —4x=y*—-4y>x*—-4x+4=y*—-4y+4 =§(=)3(4-x+1)=4-(3x—2)

B E _ 3x—2
\/x+1—1+2=>\/X+ = = (x —2)% = (y—2)? < 12x+3 =12x—-8)

S2x+1=2+x >x-22-(y-2)?2=0 & 3 =8 ; Contradiction

— 2 4x+1 4
2 >x-24+y—-2)(x—-2-y+2)=0 Donr(‘v’xER—{—})' bl B
— 2 : : _
=>(2Vx+1) =2+x x4y —D(x—y) =0 3)/" 3x-2" 3
S 4(x+1) = 4 + 4x + 2 Sx+y—-4=0o0ux—y=0 2) Montrerque:(VnEN);4n+2€£N

>4x+4—-4—4x—-x2=0 Ona: x;y€]2;+oo[ OnsupPOSeque:(aneN);6"+SEN

4in+2
Doncx >2 et y>2 doncx+y>4 61 + 5 61 + 5
Doncx+y—-—4>0 4n+ZEN<:>4n+2=k;aveckeN
>x2=0=>x=0 Doncx+y—4+0

D’oi 0 1£1+4+% Donc x—y=0 donc x=y Soénts=k(dn+2); keN
on:(x#0)=>Wx+1#1+3) Don: (x # ) = (x2 — 4x % y? — 4y) &6n+4+1=k(An+2); keN

Exercice 10 : (Raisonnement par L’absurde) ©2Bn+2)+1=2kZn+1); keN
Orl'entier 2(3n + 2) + 1 est impair

1) Montrer que: (Vx ER— {E}) b Y ' ( ) Hmpat

36n+5 SESZEES et 2k(2n + 1) pair

. , , , . 2) M :(VneN); —é&N -
si (n est impair ) alors (nz est lmpalr) ) Montrer que: (Vn ) 4n+2 ¢ Donc contradiction

Ona:nestimpairdoncn=2k+1; keN 3) Montrer que: (VX €R); x = Vx> +1<0 |poy: (vneN): Zn+;$N
n+
Doncn? = (2k + 1) Rappel 09 :

) ) o ¢ —— . 3) Montrer que (VX ER); x —Vx2+1<0

: 2 = ésonnement par I'absurde : Pour montrer

Donc: n” = (2k)" + 2 x 2k +1 P On suppose que (Ax ER);x —Vx2+1>0
2

. m2 — Ak2 . :
Donc: n2 =4k®2+2x2k+1 que E\ proposition P est vraie On suppose . \/T‘l'l >0 x2> m
Donc: n? = 2(2k* + 2k) + 1 que P est vraie et on montre que cela S xt=x?+1

0>1
2 . - - g =
entraine une proposition fausse . L.
est impair prop Donc contradiction

D’ou: si (n? est pair ) alors (n est pair) Donc on conclut que P est vraie D'ou: Wx€ER); x—/x2+1<0

Soit : x € Rt ; par contraposée montrons :

4
3
4
3

=-x2=0

2) Soitn € N ; Montrer que
si (n? est pair) alors (n est pair)
Soit : n € N ; par contraposée montrons :

Donc: n
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Exerc1ce 11:
Pour toutn € N* onpose:S,=1+2+--+n
1) Calculer S;; S, etS;
2) Montrer par récurrence que ;

(VnEN*):1+2+3+---+n=“(n+1)

2
3) En déduire que n(n + 1) est pair
4) Calculer S;4¢
Rappel 10 : Résonnement par récurrence
Soitn € N et ny un entier donné
Pour montrer que la proposition
"(Vvn =ngy); p(n)" , estvraie; on suit les trois
étapes suivantes :
> Initialisation : Pour n = n,, on vérifie que
la proposition p(n,) est vraie
» Hérédité : Soit n = n,
Supposons que p(n) estvraie
et montrons que p(n + 1) est vraie
Conclusion : d’apres le principe de
récurrence en conclut que :
(Vn = ngy); p(n) estvraie
Pour toutn € N*onpose:S,, =1+2+:-+n
» Calculer S;; S, etS;
$i=1; S,=1+2=3
S3=1+2+3=6
» Montrer par récurrence que ;

(VneN):1+2+3+(n—1)+n=

1x(1+1)
2
Donc la proposition est vraie pourn = 1

n(n+1)
2

> Pourn=1ona: 1=

» Soitn € N*
_ n(n+1)
T2
(n+1)(n+2)

Supposonsque 1+ 2 +--(n—1)+n

Montrons1 +2 + - (n)+ (n+1) =

2
(n) + (n+1) =¥+(n+1)
_n(n+1)+2(n+1)
B 2
_(m+1)n+2)
B 2
> D’apres le principe de récurrence en

conclut que:

142+

n(n+1)

(vVneN):1+2+3+--+n= >

3) En déduire que n(n + 1) est pair
Soitn € N*
n(n+1)
2

Donc : n(n+1)=2(1+2+3+--+n)
Donc : n(n+ 1) =2k
(telquek=1+2+3+--+n€N )
Doncn (n + 1) est pair
4) Calculer S,

100 X (100+1) 100 x 101
S100 = 2 =— = 5050

Exercice 12 : Montrer par récurrence que ;

1) (Vn € N*) : « 7" — 2" est divisible par 5 »

n+1_
2) (VneN):1+4+42+ —431

n(n+1)]

Ona:14+2+3+:-4+n-=

3) VREN: 1423432 4 4nd = [
4) (VREN): 2"=n

Solutlon
1) (Vn € N*) : « 7" — 2" est divisible par 5
> Pourn=1ona: 7' -21=5
et 5 est divisible par 5
Donc la proposition est vraie pourn = 1

> Soitn € N*

Supposons que 7" —

Et montrons que 7"*1 —
par 5

Ona 7" — 2" est divisible par 5
Donc:7" — 2" =5k ; telquek €N
Donc: 7" =5k+ 2™ ; telquek €N
Or: 71 —2n+l — 7 7" — 2 x 2"
= 7(5k + 2") — 2 x 2"
=7X5k+7x2"—-2x2"
=7X5k+5x2"
=5(7k +2")
Donc 71 — 27+1 est divisible par 5
> D’apres le principe de récurrence en
conclut que:

(Vn e N*) : « 7" —

2" est divisible par 5
2"+1 est divisible

2" est divisible par 5

2)Montrons que : (Vn € N) :
4n+1_1
3
0+1_
> Pourn=0ona: 4° = 1 et 2 1_1

Donc la proposition est vraie pourn = 0

4°+4+4%+ - +4v 144" =
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» SoitneN n(n +1) Exerc1ce 13:
1+23 *+(m+1)3= +m+1)3
Supposons que : T+t @ @)= 2 ] n+1) 1)Développer le produit : (n +1)(2n+1)
. , R Lo | _nf(n+1)%+ 4(n +1)3 2)Montrer par récurrence que ;
4‘ +4‘+4‘ +’+4‘ +4’ = 3 - 4_ (VnEN*)12+22+"'+n2 =n(n+1)(2n+1)
) 6

Montrons que : (n + 1)?(n® + 4(n + 1)) :
\ - .
40 4 4 + 42 4o pgqrpgntl =2 (0 +1)2(n? + 4n + 4) 1)Développer le produit: (n + 2)(2n + 3)
i1 _ 4 = 2 (n+2)2n+3)=2n>+3n+4n+6

49 4 44 pgnggntl =2 © 4 gn+l _(n+1)%(n +2)? =2n’+7n+6

3
= 2)Montrer par récurrence que ;
n+l _ n+1 4
4 1+ (3 X 4 ) n(n+1)(2n+1)

= 3 _ [(n + 1)(11 + 2)]2 (Vn € N*) 12 + 22 + oot n2 = -

4x4mt-—1 > Pourn=1ona: 1= 1x(1+1)(2x1+1)

- 3 » D’apres le principe de récurrence en 6

> D’apres le principe de récurrence en conclut conclut que: (vn e N)

Donc la proposition est vraie pourn = 1

Supposons que :

nn+1)2n+1)
6

que: B [n(n + 1)12

_4ntlg 1+23433.. . +(m-1)3+n3= 124224+ (n—1)2+n? =

(VnEN):1+4+4%+

3) Montrons que : (Vn € N) 4)Montrons que (Vvn € N): 2" >n Et montrons:
[n(n+1)r > Pourn=0ona: 2°=1>0 12+22+...n+(n+1)2=(n+1)(n+62)(2n+3)

1+23+33 ..+ (m-1)3+n’= Donc la proposition est vraie pourn = 0 n(n+1)(2n + 1)

. 12422+ +n+m+1)? =
1><(1+1)]2 » Soitn € N 6

2
2 Supposons que : 2" > n _nm+1)2n+1)+6(m+1)
Donc la proposition est vraie pourn =1 Et montrons que :2"1 >n+1 6
> Soitn € N’ Ona: 2">n etona 22>1 =(n+1)(n(2n21)+6(n+1))
Supposons que : n> n>
pp q , Donc 2 = n net 2">1 (n+1)(2n? + 7n + 6)
n(n+1)l Donc: 2"+ 2">n+1 -

+ (n+ 1)?

> Pourn=1ona: 1=[

6
Donc: 2x2"=n+1 (n+1)(n+2)(2n + 3)
Et montrons : Donc: 2™ >n+1 - 6

[(n +1)(n + 2)]2 » D’apres le principe de récurrence en > D’apreés le principe de récurrence ona:

1+23+33 . +(m—-13+n3=

1+2°+ -+’ +(+1)° = conclutque:vneN; 2">n n(n +1)(2n + 1)

(VneN):12+22 + ...+ n? = c




