www.dorosmaroc.com

Chapitre 5 : Produit scalaire dans le plan

I ) Définition et propriétés
1) Définition du produit scalaire
Définition :

Soit 1 et ¥ deux vecteurs du plan.

On appelle produit scalaire de u par v, noté . v, le nombre réel défini par :
u.v = Ul x ||| X cos(id; V)

u. v se lit "u scalaire v".

Le nombre réel positif i - 1 est appelé le carré scalaire du vecteur i et on écrit ut=u-u=|ul>.
Remarque :
Si AB et AC sont deux représentants des vecteurs non nuls % et C
v alors : .
5. = 4B.AC = |[4B||  ||AC|| x cos BAC v

2) Définition (Orthogonalité de deux vecteurs)

Soient u et ¥ deux vecteurs non nuls.
u et v sontorthogonaux, sietseulementsi u-v=0.

cl

On écritu L v.

I1) Produit scalaire dans un repére orthonormé
Le plan est muni d'un repére orthonormé (0 ;7; 7).
Définition :

Soit (7, ))une base du plan, et 0 un point du plan.
e On dit que (7,)) est une base orthonormée si:7-j = 0 et ||7]| = [|j]] = 1.
eOn dit que (0,1,]) est un repére orthonormé si (7, J) est une base orthonormée.
¢ Si (1,]) est une base orthonormée et (?_f) = %[Zn] alors (0,7,)) est appelé repere orthonormé direct.

Dans toute la suite du chapitre, on considere que le plan est rapporté a un repére orthonormé direct
0,%.)).
Propriété :

Soit U et ¥ deux vecteurs de coordonnées respectives (x ; y) et (x'; y').

Ona:u.v = (;)(;:) =xx' +yy'

Démonstration :
uv=r+yD&T+y)
=xx'TT+xy' .7+ yx'T.T+yy'].J
= xx'|[7? + xy'T.7 + yx'7.T + yy'lI]II?
=xx'+yy'
car ||Z]l = |[j]l = 1, le repére étant normé,
etl.] =J.1 =0, le repére étant orthogonal.
Propriéte :

Soient 7i(x; y) et ¥(x;y) deux vecteursduplan.Onat L v © xx'+yy'=0.
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Exemple :

SoitU(5; —4) et ¥(—3; 7) deux vecteurs.

Calculer u. v
Uv=5%x(-3)+(—4)x7=-15—-28 = —43

1) Norme d’un vecteur et distance entre deux points

Soit—U)(x; y) un vecteur dans le plan

e Lanorme de vecteur U est: ||ﬁ|| = \/m
Résultat : Distance entre deux points :

Soient A(x,;y,) et B(xg; yg) deux points

e Coordonnées de vecteur AB est (Xg — X4V — Va)

e Ladistance AB est la norme de vecteur AB
AB = ”AB” = \/(xB —x4)? + (Vg — ya)?

2) Formule de Cos( U;V) etcSin(U;V) y' \_;
Activité |
Soit u(x ; y) et v(x";y") deux vecteurs non nuls ity
On pose (u; ¥) = a[2n] etle vecteur w(—y ;x) wW
— - l
1) Déterminer cos(u;v) 1 S
en fonctionde x;y;x et y’ é U
—_ - = i 1
2) Calculer v.w etdet(u; v) ' i
et ||u]|| et ||#]| en fonction ' i !
dex;y;x ety . -y x' X
3) Montrer que (V; W) = >~ a2m]
., /=S det (. v)
4) Montrer Sin(u;v) = ——
) ( ) [zl <17l
Solution :
1) Ona: u.v = ||ull.||vllcos(u; V)
Donc: Cos(uiv)= v
( ) 1117l
xx' +yy'

—

2) Ona: v.W=(;i).(_xy)
=—x'Xy+y Xx
=xyl_xly

det(ﬁ;7)=|" '

g | =xy'—x"y
y ¥y

]l = yx? + 2 Et: 191l = yx'2 + y"2
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3) Montronsque: (v;w) = (viu)+ (u;w)

=—a+ % [2m]
= % — a[2m]
. =S det(U;v)
5) Montrons Sin( u;v) = ———
) ( ) Il |17l
W) v.w
CoOS( V. W) = ——rT——
7l lIwll
(n ) xy'—x'y
cos(=—a) = ———"—
2 Izl x [|7]|
. xy'—=x'y
sin(@) = —=r———=
[zl = [[¥]|
= det(u;v)
Sin(wv) = —=——=-
[zl = [[¥]|
Propriété :
Soit u(x ; y) et v(x";y") deux vecteurs non nuls
uv xx'+yy' ——— det(ﬁ.?) _ xy'—x'y

CostY) = e = Fmmar o S Y) = e e

4)Surface d’un triangle ABC

Activité

Considérons un triangle ABC et H est le projeté orthogonal du point C sur la droite (AB)
1) Déterminer I'aire du triangle ABC

2) Exprimer A en fonction de |det(ﬁ ;AC )|

Solution :

1) Laire du triangle ABC
AB.CH

Avnrn =
ABC 2

2) Exprimer l'aire en fonction de |det(ﬁ ; A—)C)|

det(AB; AC)

14B]| x [|Ac]|
CH det(AB;AC)
AC~  ABxAC

CH x AB = det(AB ; AC)

CH x AB  |det(AB’; AC))|
Appc = 2 = 2

Sin(AB.AC) =

Propriété :

Considérons un triangle ABC . La surface du triangle ABC est: Sypc = m

I11) Equation de droite de vecteur normal donné
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Activité :
Soient A(1; 2) et B(—2;3) deux points du plan et (A) la droite passant par A et perpendiculaire a (AB).
Soit M(x,y) € (A).
1) Vérifier, sans calcul, quem .AB = 0.
2) En déduire une équation cartésienne de (A).
Solution :
1)ona:A€(A) et: MEe (D)
Et: (AB) L (4)
Donc: (AB) 1 (AM)
Alors: AM - AB = 0
2 ) L’équation cartésienne de (A) :
AM(x — x4 ;Y — V4) AB(-2-1;3-2)
AM(x —1;y - 2) AB(-3;1)
Soit M(x,y) € (A).
Ona: AM -AB=0& -3 x(x—1) +1x(y —2) = 0.
& -3x+3 +1y—2=0
& -3x+y+1=0
Donc, une équation cartésienne de (A) est: —3x+y+1=0

1) Vecteur normal a une droite :
Définition :

Soit (D) = D(4; 1) une droite passant par le point A et de vecteur directeur % .Tout vecteur non nul et
orthogonal a 1 est appelé vecteur normal a la droite (D).

Soit (D) une droite d'équation cartésienne : ax + by + ¢ = 0. A
e Levecteuri(a;b) estun vecteur normal a (D). \
e Levecteuru(—b;a) est un vecteur directeur de (D). = u
2 ) Equation d’une droite definie par un point et un vecteur /
normal (D)

Propriété :

Une équation de la droite (D)passant par le point A(x,; y4)et de
vecteur normal 7i(a; b) est
a(x—x4)+b(y—ya) =0.

Exemple :
Déterminons une équation cartésienne de la droite (D) passant par le point A(1; 2) et de vecteur normal
1(5;3).
Soit M(x; y)un pointdu plan,ona M(x;y) € (D) & AM -7 =o.
©x—-1)x5+@H—-2)x3=0.
©5x—5+3y—6=0.
< 5x+3y—11=0.
Donc, une équation cartésienne de (D) est: 5x + 3y — 11 = 0.

3 ) Position relative de deux droites
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Propriété :

Soient (D) et (D') deux droites et 7 et ' leurs vecteurs normaux respectives. On a
e DLMD)eRAlneR-n'=0.
e (D)//(D) & det(n; 1) = 0.

4 ) Distance d'un point a une droite (D)
Propriété

Soit (D) une droite d'équation : ax + by + ¢ = 0 et A(x,; y4) un point du plan.

. . \ . . _ laxa+bya+cl
La distance du point A a la droite (D) est d(4; (D)) = —
Exemple :
On consideére la droite (D) d'équation 4x + 3y + 1 = 0 et les points A(2; 1) et B(—1; 1).
. _ |2xa+1x3+1| _ 12 . _|-1x4+1x3+1|
Ona d(A, (D)) =T T et d(B, (D)) === = 0 donc B € (D)

I11. Equations de cercle

“""""E'CEI'CIE‘f‘CTé’;T) """"""""
1) Equation d’un cercle défini par son centre et son rayon : :
Activité :

On considére (C) le cercle de centre 2(1; 1) et de rayon 2.
Soit M(x;y) pointdu plan.

Montrerque M(x;y) € (C) ® x? +y%2 —2x — 2y —2 = 0. |
Définition: | a

> X

Le cercle (C) de centre 2(a; b) et de rayon R est ’ensemble des points M du plan tels que 2M = R.

Propriété

Une équation cartésienne du cercle de centre 2(a; b) etderayon R est: (x —a)? + (y — b)? = R? que l'on
peut écrire : x? + y2 — 2ax —2by + c = 00U ¢ = a? + b? — R%

2 ) Equation d’un cercle défini par son diameétre :
On consideére le cercle (C) de diamétre [AB] .

Ona:M(x;y)e(C)@m-W=0
& (x—x4)(x —xp) + (v —ya)(y —y5) = 0.

Soient A et B deux points distincts du plan.
L'ensemble des points Mdu plan qui vérifient AM - BM = 0 est le cercle de diamétre [AB] et d’équation
cartésienne (x —xy)(x —xg) + v —y )y —yg) = 0.

3 ) Représentation paramétrique du cercle
On considére le cercle (C) de centre 2(a; b) et de rayon R.
Ona:M(x;y) € (C) © (x —a)? + (y — b)? = R?
x—a\? y—b 2 _
= () +(5) =1
Donc il existe un réel 6 tel que xR%a = cos 0 et yk%b = sin 6.
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Alors: M(x;y) € (C) © (36 € IR) : {

x=a+rcosb
y=b+rsinf’
Propriété

Le cercle (C) de centre 2(a; b) et de rayon R est l'ensemble des points M(x; y)du plan qui vérifient le

R x=a+Rcosf
systeme (S).{y — b+ Rsind /(0 € R).

Le systeme (S) est appelé une représentation paramétrique du cercle (C).

4) Intérieur et extérieur d'un cercle :
Propriété

Soit (C) un cercle d'équation x2 + y2 + ax + by + ¢ = 0 et M(x,; y) un point du plan.
e M est un point du cercle (C) si et seulement si xy% + yo2 + axy + by, + ¢ = 0.

e M est a Uintérieur du cercle (C) si et seulement si x% + y,2 + axy + by, + ¢ < 0.
e M est a Uextérieur du cercle (C) si et seulement si xq% + y,2 + ax, + by, + ¢ > 0.

5 ) Position relative de cercle (C) et la droite (D)
Pour étudier la position relative d'un cercle (C) de centre 2 et de rayon R avec une droite (D) on peut
calculer la distance d(ﬂ; (D)) et la comparer au rayon R.

A

D)NEC)=D i (D)N(C)={A} : (D)N(C)={A,B}

Propriété :

Soit (C) un cercle de centre (2 et de rayon R et (D) est une droite du plan.

*Sid(Q; (D)) > R, alors la droite (D) ne coupe pas le cercle (C).

o Si d(Q; (D)) = R, alors la droite (D) et le cercle (€C) ont un seul point commun.
o Sj d(Q; (D)) < R, alors la droite (D) coupe le cercle (C) en deux points distincts.

6 ) Equation cartésien de la tangente d'un cercle :
Définition:

Soit (C) un cercle de centre £ et de rayon R et A est un point de (C).
On dit qu’une droite (D) est tangente a (C) au point A si et seulement si (D) et ( QA) sont
perpendiculaires au point A.

Propriété :

Soit (C) un cercle de centre 2 et A est un point de (C) et M est un point d’'une droite(D).
(D) est tangente a (C) au point 4 si et seulement si AM. AQ = 0.

Exercice de synthése :
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Dans un plan muni d'un repére orthonormé direct (0;1; ), on considére les points A(2; —1)

B(—4;-3),C(1;-3).
1. a. Calculerﬁ . R

- - A
b. Calculer cos (ﬁ, R) etsin (E, R) en déduire la mesure principale de l'angle <E ,R)

c. Calculer la surface du triangle ABC.

2. Déterminer une équation cartésienne de la droite (D) passant par B et perpendiculaire a (AC).

3. On consideére le cercle (C) d'équation x? + y2 + 2x + 4y — 5 = 0.

a. Déterminer le rayon et les coordonnées du centre de (C).

b. Vérifier que (C) est le cercle de diameétre [AB].

c. Donner une équation cartésienne de la droite (A) tangente a (C) au point A.

d. Donnerune représentation paramétrique de (C).

4. Etudier la position relative du cercle (C) et la droite (D), en déterminant les coordonnées des points
d’intersection s’ils existent.

x4+ y2+2x+4y—-5<0

5. Résoudre graphiquement le systeme suwant{ X +2y+10 >0
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