Niveau premier bac Chapitre 1 : Notions de logique

sciences expérimentales

Premier bac sc EXP

» Cours détaillé
> Résumé de cours

» Série corrigée 1

https://www.dorosmaroc.com




https://www.dorosmaroc.com Cours détaillé 01 1 Bac EX
Notions de logiques Page 01

A) Propositions - Fonction propositionnelle Une fonction propositionnelle est une expression contenant une ou
Exemples : plusieurs variables, qui appartiennent a des ensembles déterminé
> Le texte mathématique (P): —2 € N, a un sens faux, donc on Si on remplace les variables par un élément de ces ensembles , la

dit que (P) est une proposition fausse fonction proposé devient une proposition
> (Q):"Pour tous xdans R ; x* > 0" est un texte B) Opérations sur les propositions :

mathématique qui a un sens vrai 1) Négation d’une proposition : P

On dit (Q) est une proposition vraie Définition :
(T): x€IR ; x> —1=0; ce texte dépond d’'un parameétre x | La négation de la proposition P est la proposition noté P
appartient a I'’ensemble IR ; on ne peut pas dire est-ce-que ou non P et qui est vraie si P est fausse et fausse si P est
(T) est vrai ou faux vraie
Mais par exemple pour la valeur 1 ou -1, le texte (T) devient |Exemples:

une proposition vraie et pour les autres valeurs de IR le texte ||| Proposition : P Négation : P
(T) devient une proposition fausse (P): T €N P):m ¢N

Le texte (T) est appelé une fonction propositionnelle qui est (P):1+2=5 P):1+2+#5
toujours dépond d’'un parametre d’'un ensemble (ou des (P): VZ > 1 P VZ<1
parameétres) : : —

1) Propositions

Définition

On appelle une proposition un énoncé des mots qui a un sens
pouvant étre vrai ou faux (mais pas les deux en méme temps)
Valeur de vérité d’'une proposition

Si la proposition est vraie on note Vou 1

Si la proposition est fausse on note F ou 0

2) Fonction propositionnelle
Définition

2) Conjonction de deux propositions :(P et Q) ;

disjonction (P ou Q)
Définitions

Soient P et Q deux propositions

» La conjonction de deux propositions P et Q et la proposition noté
(P et Q) oubien(P A\ Q) etqu’estvraie ssiP et Q sont toutes les
deux sont vraies
La disjonction de deux propositions P et Q et la proposition noté
(P ou Q) ou bien
(P v Q),etqu’est fausse ssi les deux propositions P et ) sont
fausses

Une fonction propositionnelle est une expression contenant une
ou plusieurs variables, qui appartiennent a des ensembles
déterminé
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Tableau de vérité de :(P et Q) et (P ou Q)
PetQ P ou Q

\% \%

F \%
F \%
F F

Propriété :

(Lois de MORGAN )

» Lanégation de la proposition (PetQ) estla
proposition (P ou Q)

» Lanégation de la proposition (P ou Q) estla
proposition (P et Q)

Exercice 1
Etudier la valeur de vérité et déterminer la négation des
propositions suivantes :

P,:(4—1=3 ou 630);P2:(8>5et§ez) et Py:
(1<v2<2)

Etudier la valeur de vérité et déterminer la négation des
propositions suivantes :

P,:(4—1=3 ou 6 <0)estvraie

P,:(4—-1+3 et 6>0)

:(8>5et%eZ) est fausse
_:(8S50u%$2)

:(1<+V2<2) estvraie
Ps:(1<V2 etv2<2)

P3:(1>V2 ou vV2>2)

3) Implication de deux propositions (P = Q)

Définition :

La proposition ( P ou Q) est appelé I'implication de P et Q, etelle
est noté par: P = Q et qui est fausse seulement si P est vraie et Q et
fausse

Tableau de vérité de: (P = Q)
P= Q

Remarque 01 :
La proposition Q = P est appelée I'implication réciproque de
I'implication P = Q
La proposition Q = P est appelée I'implication contraposée de
I'implication P = Q
La négation de la proposition (P = Q) estla proposition:
(PetQ)

Exercice 2

Soit la proposition (P ) suivante: (r € R) = (w = 3,14)

1) Déterminer la valeur de vérité de (P ) .

2) Donner la négation de la proposition P .

3) Déterminer l'implication réciproque de I'implication (P)

4) Déterminer I'implication contraposée de I'implication (P)
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T S soicnc x < ety

Soit la proposition (P ) suivante (r € R) = (7 = 3,14) 1+xy—x-y=0=>1+x(y—-1)—-y=0
1) Déterminer la valeur de vérité de (P ). =>xy-D-y+1=0
D’apreés la table de vérité de I'implication on a (P ) est fausse car =xy-D-@y-D=0

i >@k-Dx-1)=0
(r = 3,14) est fausse Sy—-1=0o0ux—1=0

2) Donner la négation de la proposition P  ( € R)ou (i # = (y=1ou x=1)

3,14) 1) Montrer que : Si m et n sont des entiers naturels impairs alors
4) Déterminer I'implication réciproque de I'implication (P) m + n est pair

(m=3,14) > (m e R) On a: m et n des entiers impairs donc il existe deux entiers naturels
5) Déterminer I'implication contraposée de I'implication (P) ketk'telsque:m=2k+1 etn=2k"+1

(7'[?/:3,14-)=>(7T$R) :m+n=2k+1+2k'+1

: m+n=2k+ 2k’ +2
g H ’
Remargue 02 :m+n=2k+k'+1)

o = . _ _
Pour montrer que la proposition P = Q est vraie on suppose Donc m + n est un entier pair

que P est vraie et on montre Q est vraie 2) Equivalence de deux propositions :(P < Q)
Définition
Soient x € R et y € R ; Montrer que :(x*> + y> = 2xy) = (x = y) | L’équivalence de deux propositions P et Q et la proposition (P = Q

1) Soientx € Rety € R; Montrerque:1+xy—x—y=0> etQ = P)qu'onnotepar: P < ( etquiestvraiessiPetQontla
(y=1ou x=1) méme valeur de vérité

2) Montrer que : Si m et n sont des entiers naturels impairs allcauidelvesitcliel ([I)J Z QQ)
alors m + n est pair

]
3) Soientx e Rety € R;
Montrer que :(x2 + y2 =2xy) > (x =y)
Soientx € Rety € R;
2 +y?=2xy)>x*+y*—2xy=0 Exercice 4
=>x-y)?2=0 Déterminer I'’ensemble de définition des fonctions
S>x—y=0 suivantes: 1) f(x) = x* —5x—2

>x=Yy 2)f(x)=x+4 ;0 3)f(x) =v6 —2x

x2—4

4) Soientx € Rety € R; Montrer que : = | e
1+x(y_1)_y=0=>(y=1oux=1) 4)f(x)—m,5)f(x)_\/x — S5x
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Rappel : 4)f(x) =VaZ—2x+2
L’ensemble de définition d’'une fonction f noté par D est xED; & x*—2x+2>0
I’ensemble des nombres réels x tel que f(x) € R &= x2—2x+14+41>0
Soient P et Q deux polynomes Sx-12+1=0
Fonction f Domaine de définition La proposition (x — 1) + 1 > 0 est vraie pour tout x dans R
f(x) = P(x) D;=R Donc Dy = R
fO) = P(x) | Df={x€R/Q(x) * 0} 2¢éme méthode : on peut calculer delta qui est négative donc le signe
Q(x) de x2 — 2x + 2 estlesignedea=1>0
f(x) =Px) | Df=1{x€R/P(x) =0} Donc x% — 2x + 2 toujours positive pour toutxdans R ;
Donc Dy = R
1) f(x) = x*—5x-2 5) f(x) = Vx% — 5x
La fonction f est un polynéme donc Dy = R XEDf & x*—5x=>0
X+ 4 Résoudrons l'inéquation : x* — 5x = 0

z)f(x)=x2_4 x*—-5x=0 =2x(x—5)=0

X2 —4%0 >x=00ux—-5=0
) = (x=00ux=>5)
x**4 Tableau de Signe de : x? — 5x

xEDf (—

X#V4 et x + —V4

x#2etx+-2

Donc: Dy =R —{-2;2}
= ]—o0; —2[ U ]|-2;2[ U ]2; +oo]
3)f(x) =v6 —2x
X€EDf & 6—-2x=0 1) Quantificateur universel: V
& —2x=2-6 Activité
Donner la valeur de vérité des propositions

(P):"Pour tous xdans R ;x* +2 > 0"
(Q): "Quel que soit x dans R ;Quel que soity dans IR : x3 — y3 =

(x =) +xy +y?)"
(R):"Pour tous xdans R ;VxZ =x"
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Définition Rappel 2: Signede:ax? + bx +c
> ‘Pour tous’ ou ‘quel que soit’ est appelé Onpose f(x) =ax’*+bx+c ;a+#0 et A=b?>—-4Xxaxc
Quantificateur universel et il est noté par Vv Si A> 0 alors f(x) admet deux racines dans R sont :
> La proposition (Vx € E); p(x) est vraie lorsque, pour tout x € —b + VA —b—+A
Eona:p(x) est vraie x € E tel que p(x) soit vraie T
2) Quantificateur existentiel : 3 Tableau de Signe de f(x) = ax® + bx + ¢
Activité X | —® X1 X2 +
Donner la valeur de vérité des propositions f(x) | signe de a § signe de —a P signe dea
(P)"Il existe au moinsunxde IR, x> —2 = 0" Si A= 0 alors f(x) une racine dans Rest : x, = %
(Q): "Il existe au moins un x de IR ; il existe au moins y de IR tel | Tableau de Signe de f(x) = ax? + bx + ¢
que:x+y>0; (R)"Ilexiste ununiquexdelR, x> —1=10" x | —oo X0 + oo
Définition f(x) | signedea § signedea
» ‘il existe au moins un’ est appelé quantificateur existentiel et| Si A< 0 alors f(x) n’admet pas des racines dans R
il est noté par 3 Tableau de Signe de f(x) = ax?* + bx + ¢
La proposition (3x € E); p(x) est vraie lorsqu’il existe au X |—oo +
moins un x € E tel que p(x) soit vraie f(x) signe de a
Le quantificateur “il existe un unique” est noté par: 3! Solution
La proposition 3! x € E; p(x) est vraie s’il existe un seul x € E ||Monter que les propositions sont vraies et déterminer leurs négations
tel que p(x) soit vraie P;:(3x€eR): 3x+6=0;
Propriétés : Résoudrons I'équation3x + 6 = 0
(Vx € E);p(x) © (Ax € E); p(x) 3x+6 =0 donc 3x=-6,donc :xz—g ; donc x = —2

Ax € E);p(x) © (Vx € E); p(x) D’ou P; estvraie
I =T TR (< ) 35+ 6 = 0;
Montrer que les propositions suivantes sont vraies puis P,:(AxER): x2—-3x+2=0;
déterminer leurs négations : Résoudrons I'équation: x> —3x+2 =0
:(3XxER): 3x+6=0; A=(-3)>-4x1x2=9-8=1
:(AX€ER): x> —3x+2 = 0; Donc A> 0 d’ou l'équation admet deux solutions dans R
:(VXE[1;6]): x2—7x+6<0 Donc P, est vraie
:(VXER): x2—2x+3 > 0; P,:(VXER): x2—3x+2 #0;
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P;: (VX€E[1;6]): x> —7x+6<0
Résoudrons l'inéquation: x> —7x+6 < 0
Onpose: a=1;b=—-7etc=6

A= (-7)2-4x1x6=49 —24 =25

Donc A> 0 d’ou l'équation x*> — 7x + 6 = 0 admet deux solutions

dans R sont :

Tableau de Signe de x> — 7x + 6

X

X2 —-7x+6

Donc P; est vraie
P;:(AXER): x> —7x+ 6 > 0;

Py:(VXER): x2—2x+3 > 0;
Résoudrons l'inéquation: x> —2x+3 > 0
Onpose: a=1;b=—-2etc=3
A=(-2)2-4x1x3=4—-12=-8

Donc A< 0 d’ou l'équation x*> — 2x + 3 = 0 n’admet pas des
solutions dans R

Donc le Signe de x* — 2x + 3 est le signe de
dea=1>0

Donc:(VX€ER): x2—2x+3>0

Donc P, est vraie

La négation de P,

P,:(3Xx€ER): x2—3x+2<0;

Remarque : ( Raisonnement par contre-exemple
Pour montrer que la proposition (Vx € E); p(x) est fausse, il suffit
de montrer que sa négation(3x € E); p(x) est vraie

Exemple :
(V x € R) ; Vx2 = x est fausse car sa négation 3 x € R; Vx2? # x est vrai
pour x = —1
Exercice 06
1) Montrer que les propositions sont fausses :
Pi:«(Vx€ER): VxZ =x»
P,:«(Vx €ER): x> > x»
2) a) Donner la négation de la proposition
(R): (Vx € R): [x%? = 2x = x = 0]
b) En déduire que la proposition R est fausse.
Solution
1) Montrer que les propositions sont fausses :
Pi:«(VxER): Va2 =x»
Montrons que P; : (3x € R): Va2 # x est vraie
Pourx = —-1ona \/ﬁzm=ﬁ=1
Donc 1 + -1
Donc P, est vraie d’oul est P, fausse
Remarque:ona: (Vx € R): Va2 = |x]|
Py:«(Vx €R): x2>x»
Montrons que P,: (3x € R) : x* < x est vraie

=1 12 _1 1y 1
Pourx—zona(z) —4d0nc(2) <3

Donc P, est vraie d’ou est P, fausse

Remarque :

Pour trouver le contre-exemple on peut résoudre I'inéquation x? < x
On trouve S = |0; 1]
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2)a) Donner la négation de la proposition (R).
(R):(Vx ER): [x2 =2x = x = 0]

Rappel :1a négationde (P = Q) est: (P et Q)
(R):(Ax € R): [x? =2x etx # 0]

b) En déduire que la proposition R est fausse.

Pourx =2ona: x> =2x etx+0

Donc R est vraie d’ou est R fausse

Remarque :

Pour trouver le contre-exemple on peut résoudre I'équation x? = 2x

On trouve S = {0; 2}

_C) Types de Raisonnement

1) Raisonnement déductif

Principe de raisonnement
SiPet (P = Q) sontvraies alors Q est vraie

X+ 1> 2Vx
2) Montrer que:vVx € R}, : x+i2 2;

1) Montrer que: VYx € R} :

1) Montrer que: VX € R} : x + 1 > 2v/x.

Soitx € R},
WX—1)220=Vx —2Vx+12 > 0x
>x—-2Vx+1 >0 =x+1>2Vx
2) Montrer que:Vx € R} : x+i22;
Soitx € R},

Y. z_ 1 1,
(Vx &)20:\/} zx/ix&+(&) >0

1 1
>xXx—24+—20 =>x+—2=>2
X X

Exercice 08

Soient a, b et c des réels positifs non nuls.
1) Montrer que a + (—11 > 2

2) a) Montrer que a+ b > 2vab
b) Montrer que
(a+ b)(b+ c)(c + a) = 8abc
Solution
Soient a, b et c des réels positifs non nuls.

1) Montrer que a + (—11 =2

Soita e R .

a’—2a+1 (a-1)>?
a+—-——-2= = =0
) a a a
Donca+522

2)a) Montrera + b = 2Vab

Soienta;b € R |
a+b—2vVab = (Va—vb) =0
Donca + b > 2v/ab

b) En déduire que

(a+ b)(b+ c)(c + a) = 8abc

Soienta;b;c€R |
Ona a+b>2Vab etb+c>2Vbc et c+a>2Vca
Donc (a + b)(b + ¢)(c + a) = 2v/ab x 2v/bc x 2v/ca
Donc (a + b)(b + ¢)(c + a) = 8V a?b2c?
Donc (a + b)(b + ¢)(c + a) = 8abc

Page 07
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2) Raisonnement par équivalence

Principe de raisonnement
On établit I'équivalence P < Q al’aide d'une chaine
d’équivalences successives

. 24+x+1 3
. < —
1) Soit x € R; Montrer que 2 =5

2) Soient x et y deux réels positifs .
Montrerque: /x+y=+vVx+ . /[yex=00uy=0
3) Soient a et b deux réels positifs
Montrerque : (a+b=0) (a=0etb=0)
4) x ety deux réels positifs.
Montrer que:(x +y+ 13 =4Vx + 6,/y) © (x =4 ety = 9)
Solution

1) Soit x € R; Montrer que xi;rﬁl S;
x2+x+1_E<0

x2+1 2
2(x2+x+1)—-3(x%+1)

2(x2+1) -

2x2 +2x+2-3x*-3

2(x2+1)

—x?+2x—1

<0

—(x2—-2x+1) -
22+ 1) -

<0 . . .
(:)—Z(xz DS 0 ; (qui est vrais)

22+x+1
x2+1

2¢éme méthode :
Ona: x*+1 > 0donc:
x>+x+1 3
—————<-o2x*+x+1)<3(x%*+1)
S2x*+x+1)-3(x*+1)<0
& 2x>+2x+2-3x2-3<0
& -—x2+2x-1<0
& —(x—1)? <0 ;(quiestvrais)
x*+x+1 3
Donc: 21 SE
2)Soient x et y deux réels positifs .
Montrerque: \/x+y=+vVx+ . /[yex=00uy=0
Soient x et y deux réels positifs

1/x+y=\/77+\/§<:>1/x+yz=(\/37+\/;)2
@x+y=&2+zﬁﬁ+ﬁ2
ex+y=x+2Vx/y+y
e 0=2Vxy oVx/y=0
eoVx=0o0u.,/y=0
©x=00uy=0

3) Soient a et b deux réels positifs ;

Montrerque: (a+b=0)< (a=0etb =0)

Sia=0etb=0alorsa+b=0

Montronsque:a+b=0=>a=0etb=0

Ona:a+b=0etb=>0

Donc: a=—-b etb>0 donc —b<0

Donc: a<0 etona:a=0

Donc0<a<0 donca=0

Onaa+b=0et a=0 donch=0

Donc a=0etb=0
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4) Soient x et y deux réels positifs. nf+n+1=0Q2kK%*+2k+1
Montrerque:x +y+ 13 =4JVx+ 6,/y © x =4ety =9 =4k*+2k+1
x+y+13=4/x+6/y o x—4/x+y-6/y+13=0 = 2(2k* + k) +1

» . 2 . .
2 ) 2 - Doncl'entier n“ + n + 1 est impair
e Vx 2x2Vx+2% + y 2X3ﬁ+3 =0 Cas1:nestpairdoncn=2k+1 ;: keN

o Wx-22+({y-3?%=0 n+n+1=QQk+1)%?+2k+1+1
Ona: (Vx—2)2>0et ([y—-3)>=0 =4k* +4k+1+2k+2
Donc d’apres le résultat précédent on a =4k’ +6k+2+1
Vx-2)2=0et (,[y—3)2=0 =22k*+3k+1)+1
Donc: VX-2=0 et [y—3=0 Doncl'entier n? + n + 1 est impair
Conclusion : Pour tout n € N I'entier n? + n + 1 est impair
Donc: Vx=2 et [y =3
3)Montrer que: (Vx €eR); Vx2+1—x>0
Donc: x=4 ety =9

i .. i Casl : x€|—x;0]; c—t—dire x<0
3)Raisonnement par disjonction des cas
Principe de raisonnement Ona x<0 donc —x>0 Etona: Vvx?2+1>0

Pour montrer que la proposition (Vx € E); p(x) est vraie Donc Vvx?+1-x>0
On montre que p(x) est vraie pour une partie A de E puis on Cas2 : x€0;+oof; c—t—dire x>0
montre que p(x) est vraie pour les x n’appartenant pas a A 1ére méthode :
I TS O O :x* + 1 > 3* donc : \¥¥ 1> Vi donc: VFFF1 > I
1) Soitn € N; Etona: x> 0donc|x| = xdonc: Vx> +1>x

Montrer que pour tout n € N I'entier n? + n + 1 est impair Donc : \/T-l-l — x>0

2) Montrerque: (Vx e R); Vx2+1—-x>0 2¢me méthode :
3) Résoudre dans R I'équation (E,): x* — [x —1|—-1=0 WVaZ+1—x)(VaZ+1+x)

. VT -x-=

1) Soitn € N; 2
V2 51 — x2 2,14 _ A2
Montrer que pour tout n € N I'entier n? + n + 1 est impair *+1 —x x**+1-x

Cas1:nestpairdoncn=2k ; keN vx21-1+x Va2 +1+x

>0; carx>0

_\/x2+1+x
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4)Résoudre dans R les équations :

(Ey): x*—|x—-1|-1=0

Rappel :

x—1=x-1 si x=>1

lx—1]=—-(x—-1) si x<1

Cas1 : x€[1;4o[; c—t—dire x>1

Donc|lx—1|=x—-1

X —|lx—1-1=0=>x*-(x-1)-1=0
=x2-x+1-1=0
=x2—-x=0
=x=00u(x—-1)=0
=x=0 ou x =1

Or: 0¢[1;+oof
Donc S; = {1}
Cas2 : x€|—o;1[; c—t—dire x<1
Donc|x—1|=—-(x—-1)
2 —|x-1-1=0=>x*+(x-1)-1=0
=Sx2+x-2=0
Onpose: a=1;b=1etc=-2
A= (1)?-4x1x(-2)=1+8=9
Donc A> 0 d’ou l'équationx? + x— 2 = 0 admet deux solutions
dans R sont:
_—b+VA
2a

—b— A

X1 et Xo =

2x1
=1 et xp, =-2
Donc S, = {—2}
Conclusion:S =S; U S, = {—2;1}

1 Bac EXP
Page 10

4) Raisonnement par contraposition

Principe de raisonnement
Pour montrer que la proposition P = ( est vraie on montre que la

proposition Q = P est vraie
Exercice 11
1) Soity € R ; montrerque:(y # 2ety + —2) = (2y?> — 8 # 0)
2) Soit x € R* ; montrer que:(x # 0) = (WVx+1# 1+ g)
3) Soitn € N ; Montrer que si (n? est pair ) alors (n est pair)
4) Soientx;y € ]2;+oo[, montrer que (x # y) = (x? — 4x # y? — 4y)
Solution
1) Soientye R et x € R*
Montrer que: (y # 2 ety + —2) = (2y?> — 8 # 0)
Soity € R :Par contraposée montrons que
(2y>2-8=0)=>(y=20uy= -2)
(2y?-8=0)=>2y>=8
8

ﬁyzZE

=vy% =4

>(yy=20uy= -2)
Dou: (y#2ety+—2)= (2y? -8 #0)
2)Montrons: (x # 0) = (WVx+1# 1+ g)
Soit : x € R*; par contraposée montrons :

(\/x+1=1+;)=>(x=0)
2+x

X
\/x+1=1+5=>\/x+ =3
=>2Vx+1=2+x
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= (2Vx + 1)2 = (2 + x)?
=>4(x+1) =4+ 4x + x?
S>4x+4—-4—-4x—x2=0
= —-x2=0
=>x2=0
>x=0
D’ou :(x¢0)=>(\/x+1¢1+§)
2)Soit n € N ; Montrer que si (nz est pair) alors (n est pair)
Soit : n € N ; par contraposée montrons :
si (n est impair) alors (n? est impair)
Ona:nestimpairdoncn=2k+1; keN
Doncn? = (2k + 1)?
Donc: n? = (2k)? +2 x 2k +1
Donc: n? = 4k®>+2x2k+1
Donc: n? = 2(2k? + 2k) + 1
Donc: n? estimpair
D’ou: si (n? est pair ) alors (n est pair)
3)Soient x; y € ]2; +oo[, montrer que (x # y) = (x2 — 4x # y? — 4y)
Soient x;y € |2; +oo[;
Par contraposée montrons: (x2 —4x =y —4y)=>x=y
x> —4x=y>—-4y=>x2—4x+4=y> -4y +4
= (x—2)% = (y —2)
>x-22-(y-2)?2=0
>x-24+y—-2)(x—-2-y+2)=0
>@x+y—-4)x-y)=0
>x+y—4=0o0oux—-y=0
Ona: x;y€]2;+oo]
Doncx >2 et y>2 doncx+y>4
Doncx+y—4>0
Doncx+y—4+0
Donc x—y=0
Donc x=1y D'ou: (x #y) = (x2 — 4x # y* — 4y)

5) Raisonnement par I’'absurde
Principe de raisonnement
Pour montrer que la proposition P est vraie , on suppose que P est
vraie et on montre que cela entraine une proposition fausse (Q et Q
) (contradiction)
Donc on conclut que P est vraie
Exercice 12

1) Montrer que : (Vx €ER— {;}) % * g

2) Montrer que: (Vn € N); ZZ:; ¢ N

3) Montrerque: (VX €ER); x —Vx2+1<0
Solution

1) Montrer que : (Vx €ER— {3}): ol g
—

3 3x-2

On suppose que: (Elx ER - {E}): dotl _

3 3x-2 3
1 L sax 1) =43x—2
3x—2_3 (4x+1)=43x—-2)

< 12x+3 =12x—8)
< 3 = 8 Contradiction

D .(V R {2}) 4x+1¢4
onc: (vx 3)) 3x—27 3

2) Montrerque: (Vn € N); ZZE ¢ N

On suppose que: (IneN); 22 e N

4in+2
6n+5 6n+5

eEN <
in + 2 In+2
S 6n+5=k(4n+2); keN

S6n+4+1=k(4n+2); keN
&20Bn+2)+1=2k(2n+1); keN

=k ;aveck € N
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Or I'entier 2(3n + 2) + 1 est impair et 2k(2n + 1) pair Donc

contradiction

D’ot: (Vn € N); Z:—:;eN

3)Montrer que (Vx€ER); x —Vx2+1<0
On suppose que (Ax ER);x —Vx2+1=>0

2
x—yJxt+120=x2>x2+1
sxtzxt+1
< 0 >1 Donc contradiction
D'ou: (WVx€ER); x—+/x2+1<0
6) Raisonnement par récurrence

Principe de raisonnement
Soitn € N ; et ny un entier naturel fixé

Pour montrer que la proposition(vVn > n,); p(n) est vraie, on

montre que :

> p(ngy) estvraie

> La propesition (Vn > ng); (p(n) = p(n + 1)) est vraie
Exercice 13

Montrer par récurrence que ;

1) (Vn € N*) : « 7" — 2™ est divisible par 5 »

2) (vneN): 2" >n

1) Montrons par récurrence que (Vn € N*) : « 7" — 2™ est
divisible par 5
> Pourn=1ona: 7! — 21 =5 et5 estdivisible par 5
Donc la proposition est vraie pourn =1

» Soitn € N~
Supposons que 7" — 2" est divisible par 5 Et montrons que
77+l — 2n*1 egt divisible par 5
Ona 7" — 2" est divisible par 5
Donc:7" - 2" =5k ; telquek €N
7" =5k + 2" ; telquekeN
2l =7 x 7" —2x 2"
=7(5k+2™") —2x2"
=7X5k+7x2"—-2x2"
=7x5k+5x2"
=5(7k +2")
Donc 7**t1 — 2™*1 est divisible par 5
> D’apres le principe de récurrence en conclut que :
(Vn € N*) : « 7" — 2™ est divisible par 5
2)Montrons que (Vvn € N): 2" >n
> Pourn=0ona:2°=1>0
Donc la proposition est vraie pourn = 0
> Soitn €N
Supposons que : 2" > n Et montrons que :2"1>n+1
2">n etona 2>1
2">n et 2">1
2"+ 2"=2n+1
2x2">n+1
2"l>n+1

D’apres le principe de récurrence en conclutque:vneN; 2" >n

1 Bac EXP
Page 12
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Exerc1ce 14 : 2) En déduire que n(n + 1) est pair
Pour toutn € N*onpose:S,, =1+2+--+n SoitneEN" Ona: 1+2+3+ - +n =@t

2
) Celamler sy ; SZ, S Donc : n(n+1)=2(1+2+3+:-+n)
2) Montrer par récurrence que ;

Donc : n(n+1) =2k

(telquek=1+2+3+--+n€eN )

3) En déduire que n(n + 1) est pair Doncn (n + 1) est pair

4) Calculer S, 3) Calculer S;g

_100x(100+1) _100x101
S100 = > = >

Pour toutn € N*onpose:S,,=1+2+:-+n

1) Calculer §;; S, etS;

$S;=1 ; $,=1+2=3 etS3=1+2+3=6

2) Montrer par récurrence que ;

n(n+1)

(VneEN):1+2+3++n= -

n(n+1)
2

(VneN):1+2+3+(n—1)+n=
1x(1+1)

2
Donc la proposition est vraie pourn =1

> Soitn € N*

> Pourn=1o0na: 1=

__ n(n+1)
T2
(n+1)(n+2)

2

+(n+1)

Supposonsque 1+2+--(n—1)+n

Etmontrons:1+2+--(n)+ (n+1) =

) 1+z+---(n)+(n+1)=$

~n(n+1)+2(n+1)
B 2
=(n+1)(n+2)

2
> D’apres le principe de récurrence en conclut que :(V n €

N):1+2+3++n="00
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Négation d’une propositions : P
» La négation de la proposition P est la
proposition noté P ou non P et qui est vraie
si P est fausse et fausse si P est vraie
Conjonction :(P et Q) ; disjonction : (P ou Q)
» la proposition (P et Q) est vraie ssi P et Q
sont toutes les deux sont vraies

» la proposition (P ou Q) est fausse SSI les deux
propositions P et Q sont fausses

Q PetQ
\Y% \Y%

F F
\% F
F F

PouQ

> lanégationde (PetQ) est: (PouQ)

> la négation de (P ouQ) est: (PetQ)
Implication:( P = Q) ; Equivalence:(P < Q)
» L’implication de P et Q est la proposition
(P ouQ);notépar P> Q
» I’équivalence de deux propositions P et Q est la
proposition (P = Q et Q = P ) qu’on note
par: P < ( et quiest vraie ssi P et Q ont la
méme valeur de vérité

Q P=Q
\%
F
\%
F \%

> lanégationde (P = Q) est (PetQ)

»> Pour montrer que la proposition P = Q est
vraie on suppose que P est vraie et on montre
que () est vraie

Résumé de cour : Notion de logique 1 Bac sciences EXP Prof: Fayssal

Quantificateur : v ; 3

> Le quantificateur pour tout ou quel que
soit est noté par : V .

La proposition (Vx € E); p(x) est vraie lorsque ,
pour tout X € E on a : p(X) est vraie

» Le quantificateur il existe au moins un est
noté par : 3
la proposition (3x € E); p(x) est vraie lorsqu’il
existe au moins un x € E tel que p(x) soit vraie
» Le quantificateur il existe un unique est
noté par : 3!
la proposition 3! x € E; p(x) est vraie
lorsqu’il existe un seul x € E tel que p(x) soit
vraie
e (VXEE);p(x)est: (Ax € E); p(x)
e (Ax €E);p(x)est: (Vx €E); p(x)
1) Résonnement par contre-exemple
Pour montrer que la proposition

(Vx € E); p(x) est fausse , il suffit de montrer
que sa négation (3x € E); p(x) est vraie
2) Résonnement par contraposition

Pour montrer que la proposition P = @ est vraie
on montre que la proposition Q = P est vraie

Pratiquement :on suppose que Q est vraie et on
montre que P est vraie

3) Résonnement par disjonction des cas
Ce type consiste a appliquer la loi suivant :

[(PouR)> Q] [P=>Qet R= Q]
Pratiquement : Pour montrer que la proposition

(Vx € E); p(x) est vraie on montre que p(x) est
vraie pour un partie A de E puis on montre que
p(x) est vraie pour les x n’appartenant pas a A

4)Résonnement par I’absurde

Pour montrer que la proposition P est vraie
On suppose que P est vraie et on montre que
cela entraine une proposition fausse (Q et Q)
(contradiction) donc on conclut que P est vraie

5) Résonnement par Equivalence
Soient P ; Q et R des propositions

(P © Q]le [P @ RetR & Q]
Pratiquement On établit I’équivalenceP < Q a
I’aide d’une chaine d’équivalences successives
6) Résonnement par récurrence
Soit n € N ; pour montrer que la proposition

(Vn = ngy); p(n) est vraie, on montre que :

e p(ny) est vraie
e (Vn =ny); [p(n) = p(n+ 1)] est vraie

Pratiquement :on suit les trois étapes suivantes

» Initialisation : Pour n = ng, on vérifie que
la proposition p(n,) est vraie

» Hérédité : fixons un n > n,
Supposons que p(n) est vraie
et montrons que p(n+ 1) est vraie

» Conclusion : d’aprés le principe de
récurrence en conclut que :
(Vn = ng); p(n) est vraie




